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Ecuacion para hallar el minimo de movimientos que debe hacer un
caballo de ajedrez para ir de un punto determinado del tablero a otro.
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Introduccion

El juego de ajedrez ha cautivado a los matematicos a lo largo de los siglos. Entre todas las piezas del juego, el caballo ha
cautivado a los matematicos por su peculiar manera de moverse. Un ejemplo de esto es el famoso problema del “Movimiento del
Caballo”, que consiste en encontrar una forma para que el caballo recorra las 64 casillas del tablero sin caer en el mismo escaque
dos veces.

Por otro lado, aunque se han estudiado las diversas maneras en las que un caballo puede recorrer un tablero de ajedrez sin
tocar dos veces la misma casilla y se ha demostrado cuantas posibles rutas se pueden tomar, se ha dejado olvidada la investigacion
del movimiento del caballo en cuanto a encontrar cual es el minimo de movimientos que ha de hacer un caballo para desplazarse de
un lugar cualquiera del tablero de ajedrez a otro.

Es por ello que el objetivo de mi investigacién es desarrollar, utilizando la funcidn suelo perteneciente a la matematica
discreta, un modelo matematico que exprese el minimo de movimientos que ha de realizar un caballo de ajedrez para desplazarse
de la coordenada (1,1) a cualquier punto en el tablero, explorando como es que las peculiaridades en el movimiento del caballo
afectan el minimo de movimientos que ha de hacer para desplazarse a un punto dado a gran escala.

La funcién suelo permitird obtener la parte entera mas baja de un numero real, lo que sera de utilidad para obtener los
residuos de algunas divisiones necesarias para desarrollar el modelo matematico. Ademas se utilizara el método con el que se
desarrollan ecuaciones lineales para unificar cada una de las partes del modelo en uno solo.

Aunque para un jugador aficionado al ajedrez puede no resultar util conocer cuanto es el minimo de movimientos que
deberia hacer para recorrer una cierta distancia en el tablero de ajedrez (para ir de esquina a esquina solo se necesitan seis
movimientos), resulta muy Util conocer este nimero cuando se empieza a tratar con distancias muy grandes. De hecho, conocer el
minimo de movimientos necesarios permitiria probar la eficiencia de algoritmos de busqueda de caminos.

Conceptos clave
Caballo de ajedrez:

El caballo de ajedrez es una pieza que se mueve de la manera en la que indica el
diagrama del lado izquierdo. Siendo la Unica pieza que puede saltar sobre las
demas:

Funcion suelo:

La funcidn suelo pertenece a la rama de la matematica de la matematica discreta.
Esta funcidon devuelve el entero mas grande menor o igual a x. (Cfr. Weisstein) En
general se denota con la siguiente simbologia: Funcion suelo (x) = |x|




Datos: Campo del minimo de movimiento

“u,n “

En primer lugar, para desarrollar una formula que al ingresar un valor en “x” y un valor en “y” correspondientes a la
coordenada de destino (tomando como partida la casilla 1,1) es necesario conocer a ciencia cierta el minimo de movimientos en
todos los punto dados del tablero de ajedrez que permitan hallar un patrén para luego desarrollar una férmula que los represente.

Para hallar ese patron se pensé que la mejor manera era, en un tablero de ajedrez, asignarle a cada casilla un valor que
indicara el minimo de movimientos que debia hacer un caballo de ajedrez para desplazarse de esa casilla a la casilla (1,1), que viene
a ser la casilla Al en el tablero de ajedrez.

Ahora bien, la labor de asignarle a cada casilla el valor del minimo de movimientos era un reto. Al principio se fue probando
manualmente casilla por casilla el minimo de movimientos que habia que hacer para ir a la casilla (1,1). A medida que la distancia
entre la casilla a la que se buscaba asignarle el valor y la casilla objetivo aumentaba la dificultad para hallar el camino mas corto
aumentaba. De hecho, siempre cabia preguntarse si el valor asignado realmente era el minimo de movimientos o si, utilizando otro
camino, se podia hallar un valor mas pequefio.

Para resolver esto se ided un método original con el que asegurarse que el valor hallado fuera el correcto. Para ello
desarrollé el concepto de campo del minimo de movimiento, un campo en forma de matriz bidimensional en donde cada casilla
tiene un valor que equivale al minimo de movimientos que son necesarios para ir de una posiciéon dada en el espacio a la casilla
(1,1), suponiendo que el caballo puede moverse libremente por todas las casillas del tablero, es decir que no haya obstaculos. Pero
lo verdaderamente interesante del campo del minimo de movimientos es la forma en
la que se construye.

El campo del minimo de movimiento es generado de la siguiente manera: En
primer lugar se le asigna el valor cero a la casilla objetivo, pues se estd minimo a cero
movimientos de ella.

En segundo lugar se coloca el nimero 1 a las casillas que se encuentran a un
movimiento de caballo desde la casilla 0. Estas casillas se conoceran como casillas tipo Figure 1: Campo del minimo de movimientos
1 porque, como es facil de observar, estas casillas se encuentran a un movimiento solo con la casilla objetivo
minimo de la casilla 0.

1 1
De la misma manera, si contemplamos las casillas que se encuentran a un 1 1
movimiento de caballo de las casillas 1, podemos afirmar que se encuentran entonces a O
2 movimientos de la casilla 0. Esto es porque se encuentran a un movimiento de las 1 1
casillas que se encuentran a 1 movimiento minimo de la casilla 0. Esto hace que estas 1 1

casillas se encuentren a dos movimientos minimos de la casilla 0. A estas casillas se le

conoceran como casillas tipo 2 Figure 2: Casillas tipo 1 agregadas al campo

. . . del minimo de movimientos.
Como se observa, a la hora de generar a partir de las casillas tipo 1

las casillas tipo 2, parece ser que se deberia de escribir un “2” en la casilla 0, 2 2 2
pues se encuentra a un movimiento de caballo de las casillas tipo 1. Eso no se

hace porque como el campo del minimo de movimientos busca hallar el 2 2 2 2
minimo de movimientos, resulta ilégico asignarle un nUmero mas grande a 2 1.2 1 2
una casilla que ya tiene nimero, porque no se estaria indicando el minimo de 212 27 1.2
movimientos.
2 2 Q 2 2

En tercer lugar, luego se puede asignar el nimero 3 a las casillas que 21 2- 12
se encuentren a un movimiento de las casillas 2, con la excepcién de aquellas
casillas que ya tengan un numero, dejando el nimero mas pequefio en ella, 2 1 2271 2
ya que, como se explicé anteriormente, como el campo del minimo de 2 2 14 2
movimientos busca hallar el minimo de movimientos en cada casilla, resulta 2 2 2

Figure 3: Patréon generado para casillas tipo 2. Para
ejemplificar mejor el proceso se agregaron unas flechas que
indican como se generd desde dos casillas tipo 1 las casillas
tipo 2.



ilégico asignarle un nimero mds grande a una casilla que ya tiene numero porque no se estaria indicando el minimo de
movimientos.

En la ilustracidn anterior se observan unas casillas que se encuentran circuladas de color rojo. Estas casillas a la hora de
generarse las casillas tipo 3 no se convirtieron en casillas tipo 3 3 3 3 3
porque ya eran de tipo 1 y, como se indicé anteriormente, las

casillas han de conservar el tipo mas pequefio. 3 3 3 3 3
3 273 2 32 3
Ahora bien, repitiendo de forma anadloga el 3 3 2 3 224 2/ 3 23 3
procedimiento anterior varias veces se puede llegar a generar un / v
campo del minimo de movimientos que permita encontrar un 3273 @ 2® 323
patrén con el que desarrollar la férmula. A continuacion un campo 3 321232123 3
del minimo de movimientos generado hasta casillas tipo 7. 323230321323
De ahora en adelante para obtener una notacién mas 3 321232123 3
comoda se utilizara la abreviatura CMM para referirse al Campo 3 2R3 @ 2@ 3 2 3
del Minimo de Movimientos. Al estudiarse el CMM 3 3 23/23 2 3/2-3 3
3 203 2 32 3
3 3 3 3

3 3 3 3
Figure 4: Patrén generado para casillas tipo 3. Para ejemplificar mejor el

proceso se agregaron unas flechas que indican como se generd desde cuatro
casillas tipo 2 las casillas tipo 3.

Desarrollo de la formula para hallar el minimo de
movimientos de un caballo de ajedrez.

o A . 6 7656565656565 8%635%67°6

- Con el objetivo de des.arrollar la forrr.1ula, del m|n|mol<.:l(? 6 5605465465465 4654656656 7
mOV|m|ento§ del caballo de .ajedrfez se continud con el anaI|S|s”deI 6 5605454545 45405146565 6
CMM. En pr!nt]e.r lugar, al anéllzarw.sualrrjente el CMM se.des’cu.brlo se 5 6545 434343434545 65
encuentra dividido por dos ejes de simetria, por lo que es simétrico. 6 545 434343434346545 6
Es necesario saber que la simetria es la correspondencia o\ 415/ 43 4323232343 4545

exacta en la disposicion de los puntos o partes de un cuerpo o figura 6 5| 43 4323 23232343456
respecto a un centro, eje o plan. (Pérez Porto & Maria, 2013) Un eje de 5104151413/ 2/3 21211123 23 4 5 4 5
simetria es aquella recta que, al ser tomada como sostén de giro en el 6/ 5143432112 1121112/3 43 45 6
movimiento de una figura, hace que se superpongan todos los puntos 5/ 4541312321012 3 2 3 4 5 45
andlogos. (Diccionario de |la Real Academia Espafiola, 2017) 6 5| 4] 31 4131201211212 3 4 3 4 5 6
545432321212 32345243%5

6 543 432323232314345@®6

54543 432323234345214%5

Asi pues, el CMM se encuentra divido por cuatro ejes de 6 54543 4343434345456
simetria. Para el desarrollo de la investigacion se decidié dividir el 56 54543 43434345458%675
CMM en cuatro cuadrantes, delimitados por los ejes rojos. 6 565454545 4545458675°6
76 565454545 454565867

La division del CMM en cuatro cuadrantes simétricos permite 6 76 56565656566565676

que, en lugar de analizar cada uno de los cuadrantes para hallar la
formula, solamente se explore uno de ellos y que esas conclusiones se
generalicen. Esto es porque en caso de hallar una formula que exprese
el minimo de movimientos en un cuadrante, gracias a las propiedades
simétricas del CMM esa férmula puede ser usada de manera analoga en otro
cuadrante, simplemente otorgandole la coordenada equivalente al cuadrante
en el que se la desarrolld. Esto se verd mas adelante con mds detenimiento.

Figura 5: Campo del minimo de movimientos de 19 x 19 en donde las
casillas de tipo mds grande son las casillas tipo 7.

Figure 6: Ejemplo de figuras con sus respectivos ejes
de simetria. La figura de la esquina inferior derecho
no es simétrica. Extraido de:
https://es.wikipedia.org/wiki/Eje_de_simetr%C3%A
Da



Asi pues se determind que se trabajaria en el cuadrante |

Al realizar esta division se comprende que
gracias a la simetria del CMM el patrén del primer sub-
campo es similar al del tercer sub-campo. De hecho, al
observar el eje de simetria representado con la linea de
color azul que corta en diagonal el cuadrante | del CMM

se aprecia como una seccion se “refleja” en la otra. 12 13 12 13 12 13 12
13 12 13 12 13 12 13

6 6 56 6
para desarrollar la féormula. Al analizar con detenimiento 7 6 5 5 45 5 7
el cuadrante | se pueden encontrar tres sub-campos. Los 6 5 5 4 4 5 45 4 6
sub-campos se encuentran delimitados por dos 565 5 34343 5
sucesiones que vienen a ser las siguientes: 6| 5 4 5 4 3/ 4 | 4 6
Xpoq = X + 2 x, =1 n 5 4 5 4 3 3 23[R 3 s B
Appr1 = _ 1 donde A, = -1 6 543 43 322 6
In+1 = In Y1 545 4 32 1R 1 5
Xnsr = Xn + 1 x =1 e : :
Bny = _ donde By =" _ | 54 5 a4 3 5
Yn+1 = Yn 2 1= 654343 1 6
| ori b de del ei | 545 4 32 121 5
5 El primer sub-campo comprende de eJe”ya a 65 43 4 3 320k 2 3 6
sucesion B, el segundo sub-campo va de la sucesion B a ‘| "] 5 4 5 4 3 3 23PR 3 2 3 5
la sucesion A. Finalmente el tercer sub-campo se 6 5 4 5 34343 4343 6 v
extiende de la sucesion A al eje x. 56 5 54343434345 5 B
6 5 545454 454545 6
7 6 5454514545456 7
6 5 6 5 6

(9]
o)}
wv
o)}

Figure 7: Ejes de simetria del CMM. En rojo los ejes de simetria que dividen al
CMM en cuatro cuadrantes. Nétese la rotulacion de cada uno de los diferentes
cuadrantes.
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Ya que el primer sub-campo contiene un patrén 1111211 |12 gy 1213 |12 /131413 | 14 |15 | 34115 | 16
il 't b q tratarl los d Sub-campo 1 |12 11 12 11 12 11 12 13 12 13 15 14 15
simi a.ra ers:er su —camp’o podemos tra ar(?sa os dos con)o IYEETIECY  ETRETIETARTIETIED) 12115 12
un mismo tipo de patrén, que se llamara alfa. El patrdn 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 12 11 12 13 13 14 15

perteneciente al segundo sub-campo sera llamado beta. 10 9 10 9 10 9 10 9 10{9 10 11 10 14 13 14
9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 111 Sub-campo 2 |13 14 13
Gracias a esta division hecha del CMM se 8 9 8 9 8 9 8 9/8 9 10 9 10lmwrwrmr T 12 13 14
. ) 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 10 11 12 11 12 13 12 13
determinaron cuatro pasos para desarrollar la férmula del s 7.8 7.3 7 sl o s 11,10 11 12111 12 13 12
minimo de movimientos del caballo: hallar una férmula que 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 9 10 11 10 11 12 11 12 13
exprese al patrén alfa, escribir una férmula que exprese al 6|7/6|7|6 |77 8|78 819/10/9/10/11/10/11}12}11 12
) . . ) 76 76 7 6 7 6 7 8 8 9 8 9 10 9 10 11 10 11 12 [Hll
patrén beta, idear una forma para unir las dos férmulas en una sTsTels s Bl s 7 e s 78 95 8 910 9 10 [l
sola y generalizar esa féormula del cuadrante | al resto del 5 6 5 6 5 6 5 6 6 7 8 7 8 9 8 9 10 10 11 12 11
CMM. 4 5 4 54 5 6 76 78 7 8 oo 101 101 12
5 4 5 4 5 4 5 6 7 6 7 sflls 9 10 9 1011 1211
Férmula del patrén alfa 4 3 43 4 54 s 6 77 s 9 8 9 1011101112
: ‘ . 3 4 3 4 3/4 5 sBlle 7 8 7
Al analizar el patrén alfa se encontré que, tomando Y EYZARN 5 6 7 6 7 8 9 Sub—campo 3 )
como referencia el sub-campo 3, el patrdn existente en la fila 3 2 3 3 4 Bl 6 5 6 7 8 7
inferior (y = 1) se refleja en las filas que son impares del sub- 2 1 sl ¢ 5.6/ 7/6/7/8 9 8 9101110 11 12
3 2 3 4 3 4 5 6 5 6 7 8 7 8 9109 10 11 12 11

campo 3. Por otra parte el patrén existente en la filay = 2 se
refleja en todas las filas pares del sub-campo 3. Naturalmente,
estos patrones se rompen al entrar en contacto con el patréon
beta. Al patron de las filas impares se le conocerd como
sucesion Fl (eje F impar) y al patrén de las filas pares se le conocera como sucesién FP (fila par).

Figure 8: En verde la sucesion By en azul la sucesion A. Notese una linea
celeste que viene a ser un eje de simetria en el cuadrante I.

Una sucesién matematica es un conjunto ordenado de objetos matemdticos, generalmente numeros. El orden en que
aparecen los términos si es relevante y un mismo término puede aparecer en mds de una posicion. (Concepto de sucesion.
Progresiones: Agrega educacion) Notese que a causa de la simetria los patrones Fl y FP se reflejan en el sub-campo 1, solo que en
ese caso en lugar de filas se trata de columnas.

Debido a lo anterior se determind que para hallar la férmula del patréon alfa era necesario desarrollar la formula de la
sucesion FP y la formula de la sucesion Fl para luego unificarlas en una sola.

Formula de la sucesion FI.
Se tomo6 como ejemplo de la sucesion Fl la primera fila. (Véase la primera fila en la figura 9). Al analizarla se observé que a
partir de la casilla 3 se presenta una sucesion definida, que viene a ser:



{FI}nen = 2,3,2,3,4,5,4,5,6,7,6,7,8,9,8,9,10,11,10,11 ...

Con el objetivo de simplificar la sucesion se decidid dividirla en dos
sucesiones, de manera que:
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{Fli,} = Todo {FI,},cy donde n es impar 12011 1211 12 11 12 11 12 11 12 11 12 13 12 13 14 13 14 15 14 16
1112 11 12 1112 11 12 11 12 11 12 11 12 13 12 13 14 13 14 16 15
{FIp,} = Todo {FI,},ey donde n es par 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 12 11 12 13 12 13 14 14 15 16
1110 11 10 1110 11 10 11 10 11 10 11 12 11 12 13 12 13 1% 15 14 15
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En este caso n hace referencia al término dentro de la slolelulsuls

sucesion {FL,},en. Llamaremos término general de una sucesién a

-
o
-
=

9 11 12 13 12 13 14 13 14

X, donde el subindice n € N indica el lugar que ocupa en dicha 8 1211112113112 |13 14|13
sucesion. Esto viene a ser como la columna o la coordenada en x en ! 2 A
: 8 0 9 10 11 10 11 12 11 12 13 12 13

la que se encuentra el caballo. A partir de ahora, para evitar 7 9 10 9 10 11 10 11 12 11 12 13 [li3)
confusiones cabe aclarar que n hara referencia al minimo de 6 9 8 910 9 101 w0 u 1§l
movimientos y xal término dentro de la sucesién ; SRSy [
y : 6 7 8 98 9 101011 1211 1213

5 8 7 8 oo 10110111213

Conviene también aclarar que todo numero par es todo 4 7 s[7l8 9 10 9 1011 12 11 12 13

nimero entero que podemos escribir de la forma 2n, con n € Z. Z ! ; j Z i 190 19" 1(1] ig E ﬁ 3 g
(Matematica: Nimeros pares e impares) Mientras que todo nimero 3 57 8 98 9 i WilR B @
impar es un entero que podemos escribir de la forma 2n + 1, con 7 8 7 8 910 9 10 11 12 11 12 13
Tle (Ibl'dem) 6 7 8 9 8 9 10 11 10 11 12 13 12
’ 78 7 8 910 91011 1211 12 13

6 7 8 9 8 9 1011 10 11 12 13 12

Sucesion Fli, . y _ ) Figure 9: En anaranjado sucesién Fl y en morado sucesion FP. Nétese la
Ahora bien, se descubri6 que al partir el nimero de ¢jpetria entre el sub-campo 1 y el sub-campo 3.

. 4, . . Xo+1
columna de las casillas mas uno por la mitad, es decir x; = "2 ,se

obtenia una nueva sucesion, sucesidon que podia volver a ser separada entre aquellos términos en donde x fuera par y en donde x

fuera impar. n 0 2 2 4 4 6 6 8 8 10 10 12 12 14 14 16 16 18 18

Casilla(x) 12 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37

Como se explico anteriormente, se Figure 10: Tabla que representa el minimo de movimientos (n) con respecto a la columna en

determin6 que era posible desarrollar dos j; qye se encuentra el caballo (x) en la sucesién FIi,

nuevos arreglos “pares” e “impares” n 0 2 2 4 4 6 6 8 8 10 10 12 12 14 14 16 16 18 18
obtenidos a partir de la sucesion {FIi,} Casillax) 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37
modificada. Se llamardn sucesién impar-par (Casilla+1)/2 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

{Flip,} y sucesion impar-impar {FIi,}. Figure 11: Sucesion FIi, modificada para permitir nuevamente una divisién entre par e impar.

Al ser analizadas las tablas anteriores , 5 T3 TaTe 8 o alial e
se descubrié que cada una de las dos sucesiones presentadas anteriormente podia (Casilla+1)/2 1 3 5 7 9 11 13 15 17
ser representada por medio de ecuaciones lineales. Una ecuacion lineal es una
igualdad que se torna verdadera para algin o algunos valores de la variable Figure 12: Sucesion: {FIi;.} (impar-impar). Nétese
cuando la variable es de primer grado. (Cfr. Ecuaciones lineales: EcuRed) que casilla = x.

Para hallar la ecuacién de la sucesion {Flip,} y la sucesion {FIi;} se n 2 4 6 8 10 12 14 16 18
observé que ambas eran una sucesion aritmética, por lo que contaban con una (casilla+1)/2 2 4 6 8 10 12 14 16 18
diferencia que era afiadida al término anterior. La diferencia en ambas sucesiones
era 2, mientras que lo que variaba era el primer término. De esa manera se
determind que las ecuaciones del minimo de movimientos en las sucesiones eran
las siguientes (las ecuaciones fueron escritas de diferente manera para mayor
comodidad):

Figure 13: Sucesion: {FIiPx} (impar-par). Notese
que casilla = x.

x+1
]_1

(Ecuacion1.1.1) {Fli,,} =n= [ >

.. . x+1
(Ecuacion 1.1.2) {Flip,} =n=[ > ]

Uniendo estas dos ecuaciones se puede obtener la ecuaciéon de las sucesiones impares. Para unirlas fue fundamental que se

observara que lo que diferencia a una ecuacion de la otra es que en la ecuacién impar-impar, a diferencia de la ecuacidn par-par se
. s x+1 . / Lo .

resta uno a la expresién [T] Otro descubrimiento fundamental fue encontrar que cuando x pertenecia a la sucesidon impar-impar

x+1 X+
(=1)z = —1ycuando x pertenecia a la sucesion impar-par (—1) 2z = 1.



Con esto en mente se determind que para unificar estas dos ecuaciones se podia utilizar un método analogo al utilizado
para desarrollar las ecuaciones lineales que describen una recta en una grafica, en donde los dos puntos por los que pasaba la recta
x+1
. cs . -— ~ . . g x+1
eran (1,0) y (-1,-1). Esto porque cuando x pertenecia a la sucesion impar-par (—1) 2 = 1y lo que se afiadia a la expresion [T] era
cero (de ahi que las coordenadas del primer punto sean (1,0)). Mientras que cuando x pertenecia a la sucesion impar-impar

x+1
(=1)z = —1vyalaexpresion [xTH] se le restaba 1. (-1,-1)

Asi pues primero se calculd la pendiente de dicha recta:

Y Y=Y  0-(1)
Ax  xp—x, 1-(-1)

Luego se escribid la ecuacién de la siguiente manera:
Yr = Yo = m(xr — %)

0—1( 1
y _Ex_)

11 X+l
yzzx—z,dondexz (-1)=2

. . o [xr . L
Luego se suma la ecuacion de la recta a la expresion [T]’ guedando completa la ecuacidn para la sucesion Fl.

x+1
2

x+1

[+50F -3
2 2

(Ecuacion 1.1.3) {Fli,} =n = [

Sucesién FIp,

De manera analoga a como se hizo con la sucesién n 3 3 3 5 5 7 7 9 9 11 11 13 13 15 15
Fli,, como primer paso se cred una nueva sucesién a partir ~ Casilla) 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

de la sucesién Flp, original. En la nueva sucesién modificada Figure 14: Tabla que representa el minimo de movimientos (n) con respecto a
Xo la columna en la que se encuentra el caballo (x) en la sucesion FIp,

Xf= e

Se determind que, andlogamente a lo que se habia n 3 3 3 5 5 7 7 9 9 11 11 13 13 15 15
hecho en la sucesion {FIi,}, era posible desarrollar dos  Casilla(x) 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
nuevos arreglos “pares” e “impares” obtenidos a partir de la Casilla/2 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

sucesion {FIp,} modificada. Se llamaran sucesién par-par Figure 16: Sucesiéon FIp, modificada para permitir nuevamente una division

{FIpp,} y sucesion par-impar {FIp;,}. entre par e impar.
De forma andloga a como se determinaron las ecuaciones (1.1) y (1.2) se n 3 3 5 7 9 11 13 15
concluyé que las expresiones de las sucesiones par-pary par-impar eran las siguientes: Casilla/2 1 3 5 7 9 11 13 15
x Figure 15: Sucesion: {Flplx} (par-impar).
(Ecuacion 1.2.1) {FlIp;} =n = 2 Ndtese que casilla = x.

.z X
(Ecuacion1.2.2) {FIp,,}=n= ~+1

Se descubrid do | . . | ion *sel b n 3 5 7 9 11 13 15 17
e descubri6 que cuando la sucesion era par-impar a la expresion ~selesumaba .22 2 4 5 8 10 12 14 16
X
= .z e X
0y (=1)z = —1. Por otra parte cuando la sucesion era par-par a la expresion - se le  Figyre 17: Sucesién: {plp } (par-par). Notese
px

X .
sumaba +1y (—1)z = 1. Utilizando el método analogo ha como se desarrollé la ecuacién  gue casilla = x.
(1.3), se concluyé que la expresion que unificaba ambas ecuaciones era la siguiente:

[EnN

X

(Ecuacion 1.2.3) {FIp,} =n 5

1 15
—(—1)2 —
+2( )z +

N



Desarrollo de la ecuacion para la sucesién FI

Para el desarrollo de una ecuacién que expresase la sucesion FI, era necesario unir fias ecuaciones (1.1.3) y (1.2.3) de
manera que pasaran a formar una sola. Para ello el primer paso fue determinar que cuando la sucesién {FIi,} existia entonces

(=1)* = —1 y cuando la sucesién {FIp,} existian entonces (—1)* = 1. Esta propiedad descubierta permitié servir como
identificador de cuando la sucesién debia adoptar la forma (1.1.3) y cuando la forma (1.2.3)

x+1 1
(Ecuacion 1.1.3) {Fli,} =n = [ ; ]4-5(_1)

x+1 1

=z =
2

x 1 x 1
(Ecuacion 1.2.3) {Flp,} =n= R E(—I)E +3

En primer lugar se establecieron las diferencias entre las dos ecuaciones, las cuales fueron escritas en una tabla:

Ecuacion (1.1.3) Ecuacion (1.2.3)
x x
(-7 =-1 (-Dz=1
1.Enunasesuma+lyenlaotra+0
x+1 x
[2] 2
2. En una el exponente tiene sumado +1 y en la otra +0
x+1 x
-7z (-1)2
3. En una el dltimo término se estda restando y en la otra se estd sumando
1 N 1
2 2

El segundo paso fue escribir dos ecuaciones lineales de manera que unificaran cada una de las diferencias antes en listadas.

Dos porque a efectos practicos la ler y 2da diferencia son pueden ser trabajadas como una misma. Asi, siguiendo el procedimiento
con el que se desarrolld la ecuacién (1.1.1)

Puntos de la recta: (-1,1) y (1,0)

oY _ Y=Y 0=
Ax  xp—x, 1-(-1)

m=—§

Yr—Yo = m(xf _xo)

. . . L 1
Para la segunda diferencia se establecid que la ecuacidn era: E(—l)x

Luego se unificaron todas estas ecuaciones, de manera que se obtuvo la siguiente expresion:

(Ecuacion1.3) {Fl,}=n= > + 5(_1) T

x — %(—1)" + % 1 x—%(—l)"+l 1
e B




Notese que gracias al método original utilizado se logré que cuando x pertenezca a la sucesién Fli, la ecuacion adoptara la
forma de la ecuaciéon (1.1.3) mientras que cuando x pertenezca a la sucesién Flp, la férmula adoptard la forma de la expresién
(1.2.3)

Formula de la sucesion FP

De forma analoga al procedimiento realizado con la sucesion Fl, el primer paso fue simplificar la sucesion se decidié dividirla
en dos sucesiones, de manera que:

{FP.}xen = 2,3,2,3,4,5,4,5,6,7,6,7,8,9,8,9,10,11,10,11 ...
{FPi,} = Todo {FP,},ey donde x es impar
{FPp,} = Todo {FP,},ey donde x es par

Sucesion FPi,

Utilizando un método analogo al empleado n 3 3 5 5 7 7 9 9 11 11 13 13 15 15 17 17
para encontrar la férmula de la sucesion Fli, se dividi6 ~ Casillax) 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35
la sucesidn en sucesiones impar-impar e impar-par, Figure 18: Tabla que representa el minimo de movimientos (n) con respecto a la
siendo sus ecuaciones las siguientes: columna en la que se encuentra el caballo (x) en la sucesion FPi,

x+1]

(Ecuaciéon2.1.1) {FPi,}=n= [ >

x+1]

(Ecuacion 2.1.2) {FPi,}=n= [ 3

Luego, siguiendo un método analogo al que fue utilizado para unificar las ecuaciones (1.1.1) y (1.1.2) y crear la ecuacién
(1.1.3) se unificaron las anteriores ecuaciones:

» ) x+1 1 x+1 1
(Ecuacion 2.1.3) {FPi,}=n=———-=-(-1)2 —=
2 2 2
Sucesiéon FPp,
Se utilizé el método empleado n 2 4 4 6 6 8 8 10 10 12 12 14 14 16 16 18 18
anteriormente para desarrollar la ecuacién (2.1.3), Casilla(x) 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36

de manera que las ecuaciones vienen a ser las Figure 19: Tabla que representa el minimo de movimientos (n) con respecto a la
siguientes: columna en la que se encuentra el caballo (x) en la sucesion FPp,

X
(Ecuaciéon2.2.1) {FPp,,}=n= S+1

x
(Ecuacion 2.2.2) {FPp,}=n= 3
Luego se unificaron:

x 1 x 1
(Ecuacién 2.2.3) {Flp,}=n= 5~ E(—l)z + 3
Desarrollo de la ecuacién para la sucesion FP,,
Se utilizd un método andlogo al empleado para desarrollar la ecuacién (1.3), de manera que se obtuvo la siguiente
ecuacioén:
x=3 D g 1 o) o
s Sl NS

(Ecuacion 2.3) {FP,}=n-= 5

Desarrollo de la formula del patrén alfa

Se procedié a unificar las ecuaciones (1.3) y (2.3). Primero se determind que cuando la fila es par viene a ser lo mismo a
decir que la coordenada en y es par. Recuerde que la coordenada de la casilla objetivo es la (1,1), es decir que no existe y = 0 o0 x =
0
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_x — %(—1)" +5 1 x—%(—l)"+l 1
(Ecuacion1.3) {FL.}=n= — |+ E(_l) z + [E (—1)"]

- 2C-D*+3] [1 0]
(Ecuacion2.3) (FR}=n=|—2——2|- 12D 7 |+ [E (—1)X]

Se descubrié que lo que diferencia a ambas ecuaciones es que la segunda agrupacién entre corchetes de la ecuacion (2.3)
es negativa. Ademas, es interesante notar que cuando FP, existe (—1)¥ = 1y cuando FI, existe (—1)¥ = —1. Esto permitié unir las

ecuaciones de la siguiente manera:

x-3(-D¥ 45 IS s
(Ecuacion 3) {ax,y} =n=l— |~ (-1)¥ E(_l) 2 + [E (—1)"]
Notese que cuando FI, exista (—1)” = —1 y la ecuacién va adoptar la forma de la ecuacién (1.3). Por otra parte cuando
sea FI, la que exista (—1)” = 1y la ecuacién va adoptar la forma de la expresion (2.3).
F(’)rmula del patr(')n beta 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 1312 13 14 13 14 15 14 15 16 15 16 17 16
AI estudiar el patrén beta IO primero que se enCOntré 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 14 13 14 15 14 15 16 15 16 17
. , . . 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 13 12 13 14 13 14 15/14 15 16 15 16
fue que Cada d|ag0na| tenla EI mismo Valor de n’ es deCIr que 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11312 11 12 13 12 13 14 13 14 15[14 15 16 15
cada diagonal tenia el mismo tipo de casilla. Ademas, se€ 15 11 10 11 10 11 10 11 10 1240 1112 11 12 13 12 13 14 13|14 15 14 15 16
descubrié que la suma de x +y en cada diagonal era la misma 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 12 11 12 13 12 13 14 13 14 1514 15
para todas las casillas. 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 11 10 11 12 11 12 13 12 13 14 13 14 15 14
9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 11 10 11712 11 12 13 12 13 14 13 14 15
ASI’ pues se determin(’) que Ia suma de x+y fuera el 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 10 9 10 11 10 1112 11 12 13 12 13 14 13 14
identificador de cada diagonal. Luego se realizé una tabla que ° ® ° ® ° & 2 8 © 78 9 10 9 10 1170 1102 11 42 13 12 1314 13
. 8 7 8 7 8 7 8.7 8 9 8 9 10 9 10 11 10 11 12 11 12 13 12 13 14
contuviera los valores de n con respecto a la suma de x + y. el a7 s - R -0 B BB B s
6 7 6 7 6 7.6 7 8 7 8 9 8 91091011101112111213.
Se observd que n seguia un patrén de maneraquelos 5 ¢ ; ¢ 5 6 7 6 7 8 77 9 8 o 10 910 11 10 11 B -
siguientes tres términos eran igual a los anteriores términos 6 s 6 s 65 6 7 6 7 8 7/8 9 8 9 10 9 10 11.11 12 13 12
mas uno. Asi pues se descubrid que para que x + y dieranigual s & 5 6 5 6 5 6 7 6 7 8 7.8 9 8 9 10.10 11 12 11 12 13
a n debia de aplicarse la siguiente ecuacién: a5 a sf@lse s 676 78 78 offlo 010112150
54545456567678.89109101112111213
434345456567.7898910111011121312
3434345456.678789109101112111213
x+y Ecuacion n Residuo 23234345.56767898910111011121312
323234.4565678789109101112111213
7 x+y+2 3 1 2143.345456767898910111011121312
3 34.23434565678789109101112111213
x+y_2 o 3 2 3 2 3 4 5 4 5 6 7 6 7 8 9 8 9 10 11 10 11 12 13 12
8 _— 2 2 Figure 20: Patrén beta. Las diagonales han sigo coloreadas de manera
3 intercalada para distinguirlas mejor. Notese que la suma de x +y en
9 x+y+0 3 1o cada casilla de una misma diagonal es la misma.
3
x+y+2 n 3 2 3 4 3 4 5 4 5 6 5 6 7 6 7 8
10 _ 4 1 Xty 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
3 Figure 21: Tabla que muestra los valores de (n) respecto a (x+y).
11 M 3 2
3
12 w 4 0

. . .2 X+
Se descubrié que cuando se realiza la operacién Ty

el residuo es cero entonces se suma cero a x + y. Por otra parte,

cuando el residuo es uno se suma 2 y cuando el residuo es 2 se resta 2.

23



Luego se escribid una expresion que permitiera obtener el residuo de la divisidn arriba indicada (ndtese que se utiliza la

funcién suelo):

(Ecuacion4.1) r =

x+y)

(x+y)_3(l 3

Después se desarrollé una expresion, denotada por la letra [, que cuando el residuo fuera mayor a 1 diera como resultado 1

y cuando el residuo fuera igual a 0 diera como resultado -1:

_ r—0.1
T r=0.1]

@+y) - 3(552]) - 01

(Ecuacion 4.2) 1=

|(x+y)—3([x;fy)—o.1|

Seguidamente se desarrolld una expresidén que, utilizando la ecuacion (4.2), cuando el residuo fuera 0 se convirtiera en la
expresion: (x +y + 0)/3 mientras que cuando el residuo fuera 1 se transformara en la expresién : (x + y + 2)/3 y cuando el

residuo fuera 2 se convirtiera en la expresion : (x +y — 2)/3

n=—-CD"U+D)+x+y

Sustituyendo se obtiene:

_(_1)("+3’)‘3(lx;_yl)

=3 ([ o
=3 () o

+1|+x+y

{ﬂx.y} =n=

(Ecuacion 4.3)

3

Unificacion de la formula del patrén alfa y el patron beta

Para unificar las ecuaciones (3) y (4.3) en una sola, se
descubrié que habia que desarrollar una ecuacién que cuando la
casilla elegida estuviera dentro del patrén alfa adoptara la forma
de la ecuacién (3) y cuando estuviera dentro del patrén beta
adoptara la forma del patrén (4.3).

Para ello se ided que ambas ecuaciones fueran términos
que se estuvieran sumando en una nueva expresion, solo que
cada término estuviera multiplicandose por una funcién especial.
Esta funcidn especial tendria la propiedad que cuando la casilla
estuviera dentro del patréon alfa multiplicara por 1 la expresion
(3) y por cero la expresion (4.3). De la misma manera se ided que
cuando la casilla se encontrara dentro del patron beta
multiplicara por 0 la expresion (3) y por uno la expresion (4.3).

Cabe hacer notar que para desarrollar esta funcién
especial solamente se contemplé en el analisis el sector de CMM
comprendido entre el eje de simetria azul y el eje x. (Ver figura
22)

Se tomé como m al valor de la sucesion A que se
encuentra en la misma fila que la casilla seleccionada. Sea f la
funcidn especial:

12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 1312 13 14 13 14 15 14 15 16
13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 14 13 14 15 14 15 16 15
11 12 11 12 11 12 13 12 13 14 13 14 15 ¥ 15 16
Patrén a 12 11 12 11 12 11 12 13 12 13 15 14 15
11 10 1110/ 11 12 11 12 13 12 13 14 15 14
11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 12 11 12 13 14 13 14 15
109 10 9 10 9 10 9 10 9 10 11 10 14 13 14
9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 11 Patron B 13 14 13
8 98 9 8 9 8 989 10 9 10w wvrm e e 12 13 14
9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 10 9 1041 10 11 12 11 12 13 12 13
8 7 8 7 8 7 8,7 8 9 8 9 10 11 10 11 12 11 12 13 12
7 87 8 7 87 8 7 89 8 10 9 10 11 10 11 12 11 12 13
6 7 6 7 6 7/6|/7 8 7 8 8 9 10 9 10 11 10 11 12 11 12
76 7 6 7 6 7 6 7 8 8 9 8 9 109 1011 10 11 12 [
6 56 5 6.5 6 7 6 8 7 8 9 8 9109 10 1nfu
5 6 56 5 6 5 6 6 7 8 7 8 9 8 9 1008410 11 12 11
4 5 4 5[4 5 6 6 76 7 8 7 8 offlle 10111011
5 45 45 4 5% 567 6 7 slls 91009 10111
43 4a[314a 54 5 6 5 6 77 8 9 8 9 1011101 12
343 4345 45 6Blle 7 8 7
2 3/2034 3 4 slls 6 7 6 7 8 9 Patrén a 2
3 2 3 3 a4 5 6 5 6 7 8 7
21 PBl: 2 s 4 5 6 7 6 7 8 9 8 9 10111011 12
3 3 43 456 56 7 8 7 8 9109 1011 1211
23 45 456 7 6 7 8 9 8 9 10111011 12

Figure 22: En verde la sucesion By en azul la sucesion A. Notese una linea
celeste que viene a ser un eje de simetria en el cuadrante I.

(Ecuacion5.1) m=2y—1



1
=3

<

(Ecuacion 5.2) f = 3

x—(m-—0.1)
x—m—0D 1)
1/ x—Q2y-1.1)
<|x—(2y—1.1)|“)

Asi pues, luego se desarrolld la inversa de la funcidén especial. Esto porque mientras un término es multiplicado por la

funcidn especial el otro es multiplicado por el inverso:

(Ecuacién 5.3) f1= 3

q

—(x—-(@y-

1.1))

lx — 2y — 1.1)]

)

Finalmente, es posible unificar la formula del patrén alfa con la formula del patrén beta:

n=fa+f7'p

(Ecuacion 5.4) n

1 P | 1 1
11/ x— (y —1.1) x—5(-D"+5 1 x50 1
=—|l————=) +1||| —=—=2 | - (-1)Y| =(-1) 2 +(=(-1)*
2\|lx — 2y - 1.1)] 2 2 2
_ (x+7) .
(x+y) (x+y)-3 2EEYN - 01
(x+y)-3 == 3
-(-1 +1|+x+y
(x + ) -3 M —01
1[{=x— 2y -11) Y 3 :
+- +1
2|\ |x= @y -11)] 3
Ahora bien, cabe recordar que esta formula sélo se
i | q | del CMM. Es més. la f | 1 sol 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13[12/13 14 13 14 15 14 15
aplica al cuadrante | de - £5s mas, la Tormula especial solo 13 15 13 15 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 14 13 14 15 14
funciona en la mitad del cuadrante | del CMM. Para que la 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 1211 12 13 12 13 14 13 14
ecuacion (5.4) funcionara en todo el resto del CMM se 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 13 12 13 14
determinaron las siguientes reglas de equivalencia: 1011111011/10/11/10 /11110 |11 jggg 11112 111 |12 |13 |12
11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 12 11 12 13 14
) ) 10 9 10 9 10 9 10 9 10,9 10 11 10 11 12 11 1 12 13
En primer lugar ya no se hablade xy y sinode gyh,en ¢ 15 ¢ 10 9 10 9 10 9 10 9 10 11 10 12 13 12
donde g adquiere el valor mas grande entre x y y (h adquiereel 8 9 8 9 8 9 8 98 9 10 9 10 11 1 12 13
valor restante). Ademads, en la férmula sélo se agrega el valor 2 8 9 8 9 8 9 8 9 & 9 10 5 10 11112111112
bsoluto d h Asi nd iere calcular el minim 8 7 8 7 8 7 8|7 8 9 8 9 10 11 10 11 12 11
absoluto de gy h. Asi pues, cuando se quiere calcular e WMo s ;s 78 78 7 8 9 8 o 11110111112
de movimientos que ha de hacer un caballo de ajedrez parairde ¢ 7 6 7 6 706 7 8 7 8 8 9 10 10 11 10 11
una coordenada x,y al punto (1,1) g adquiere el valor mds 7 6 7 6 7 6 7 6 7 8 8 9 8 9 9 10 11 10
grande entre x y y h adquiere el valor restante. Esto se ve ‘53 Z E Z g : g Z 6 ! 3 ; j z : Z 190 190 10 i;
porque tanto (5,7) como (7,5) tienen el mismo tipo de casilla , ¢ , s s & 6 76787 8 sflle 0un
gracias a la simetria que presenta el CMM. 5 4 5 4 5 4 576 5 6 7 6 7 s-s 9 10 9 10
4 3 4[3[4])s % 5 6 5 6 7Pl7 8 9 8 9 101m
De esta manera la ecuacién (5.4) se transforma en: 3141314|344 s s offlle 7 8 7 8910910
2 3[203.4 3 sPlls 6 7 6 7 8 9 8 9 101
3 2 3 3 4 4 5 6 5 6 7 8 7 8 9 10 9 10
2 1 sl 4 5 4 5 6 7 6 7 8 9 8 9 1011
3 A2 3 4 3 4 5 6 56 7 8 7 8 9109 10
2 3 2 3 45 456 7 6 7 8 9 8 9 1011
Figure 23: Casillas (5,7) y (7,5) marcadas en rojo. Notese que

mismo tipo.
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(Ecuacion 5.4) n

1 1 1 1
1 g-(@h-11) g—5(-1D)7+3 1 gﬁiwﬁ 1

et Jern (B o

(oot [+ -3 ([=5))] -o4]

+1|+g+h

+_
2|\ lg—-@h-11)| 3

Dondeh>4yg>4cuandog > h

Conclusion

En definitiva, la investigacion cumplié el objetivo de realizar un modelo matematico que expresara el minimo de
movimientos del caballo de ajedrez. Para ello primero se desarrolldé el concepto del campo del minimo de movimientos, el cual
permitia visualizar en una matriz bidimensional el minimo de movimientos que debia hacer un caballo de ajedrez para ir de una
casilla cualquiera a la casilla (1,1).

Luego se dividio el CMM en cuadrantes y se eligid el cuadrante | para desarrollar el modelo del minimo de movimientos del
caballo de ajedrez. El cuadrante | fue dividido a su vez en dos patrones distintos, que se denotaron como patrén alfa y patrén beta.
Después se desarrollé un modelo que expresara los valores del campo del minimo de movimiento para el patrén alfa (ecuacién 3) y
el patrén beta (4.3). Finalmente se procedid a unificar ambos modelos en uno solo (5.4) y se generalizé dicho modelo para el resto
del CMM (5.5)

Es importante hacer notar que el modelo matematico funciona solamente cuando h >4y g >4 y cuando g > h. En
consecuencia a la hora de emplear el modelo matemdtico es necesario que se adapten las coordenadas recibidas (x,y) de manera
que g adopte el valor entre (x,y) mas grande y h el restante. Esto es posible gracias a la simetria del campo del minimo de
movimientos.

A lo largo de la investigacion se aprendid, entre otras cosas, a diferenciar adecuadamente entre un nimero par e impar.
Para ello se utilizé la expresion (—1)*, de manera que si x era un nimero par el resultado fuera 1 y se x fuera un numero impar el
resultado fuera -1. Esto permitié unificar y simplificar el modelo de distintos patrones utilizando ecuaciones lineales, tal como se
hizo para desarrollar la ecuacién (1.1.3). La funcidn suelo permitié extraer el residuo de las divisiones, que demostro ser vital para el
desarrollo del modelo del patrén beta (4.1) y (4.3). Ademas, la funcidn suelo fue determinante para desarrollar la ecuacion especial
(5.2) y (5.3) que permitieron unificar los modelos del patrén alfa y del patrén beta en un solo modelo.

En el estudio del campo del minimo de movimientos se descubrié que posee una simetria en la que contiene cuatro ejes de
simetria. Ademads, con el objetivo de analizar el CMM a gran escala el modelo fue utilizado para desarrollar un programa en Java.
(Ver apéndice) Gracias al programa se pudo generar un CMM de 500x500. Este CMM fue ingresado a una hoja de célculo en donde
se le asignd un color a cada casilla, dependiendo de su tipo.

Debido a la forma octagonal que presenta el CMM a gran escala se concluyé
gue el movimiento geométrico a pequeia escala del caballo (se mueve a ocho vértices
distintos, formando un octagono) se ve reflejado en el CMM a escalas gigantescas.
Esto también lleva a concluir que el CMM es un fractal, considerando que un fractal es
un conjunto matemdtico que puede gozar de auto similitud a cualquier escala, su
dimension no es entera o si es entera no es un entero normal. (Sanchez)
Finalmente, queda pendiente la demostracion matematica que el modelo ‘
representa hasta el infinito el CMM y que el CMM se sigue generando de igual forma
en el infinito. Ademas, resultaria interesante desarrollar un algoritmo computacional
que genere el CMM para luego comprar esos valores con el CMM generado por el
modelo desarrollado en esta investigacion.

Figure 24: CMM con color. Ndtese la forma
octagonal



Apéndice

Elass caballoAjedrez {
public static int x = 10:
public static int ¥ = x;

public static double minimo({double m,double n){
double a= m-((2*n)-1.1);
double partela = (0.5)*((a/Math.abs(a))+1):
double b= m+ (Math.pow(-1,m)* (-0.5))+(0.5);
double partelb = (b*0.5)- (Math.pow (-1, n)*0.5*Math.pow (-1, b*0.5))+(Math.pow(-1, m)*0.5);

double parte2a =(0.5)*(((-1*a)/Math.abs(a))+1);
double r =(m+n)$3;
double parte2b =((-1)*Math.pow (-1, xr)*(((x-0.1)/Math.zbs(x-0.1))+1)+m+n) /3 :

double tot = (partela*partelb)+(parte2a*partelb);

Ieturn tot;

public static void maimn (String [] args){
System.out.println(minimo(13,13));

int[][] matriz = new int([x][¥];
for(int i=lri<x:i++)d(
for(int z=l;z<yrz++) {

iffizz){
matriz[i] [z]= (int) minime(i,z):
} else if(i==z)1{
matriz[i] [z]= (int) minime(i,z):
} else{
matriz[i] [z]= (int) minimo(z,i):
}
}
}
String rock ="":
for(int i=l;i<x;i++){
rock = "":
for(int z=l;z<y;z++) {
rock = rock + "\t"+matriz[i][z]:
}
System.out.println(rock):
niv);
}

System.out.println(minimo(5,5));



