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Introduccion

Recientemente, en la revista cientifica Nature Astronomy se publicé una investigacién que muestra
la existencia del gas fosfina en la atmdsfera del planeta Venus. Este descubrimiento ha causado gran
asombro dentro de la comunidad cientifica, pues el origen de este gas es inexplicable y podria ser
un indicio de la existencia de vida en dicho planeta.

Este tema me interesé mucho e investigando con profundidad sobre este planeta, encontré una
imagen titulada “La Danza de la Tierra y Venus”, que llamdé mucho mi atencidn:

llustracion 1: La Danza de la Tierra y Venus (Henderson, 2019).

Esta imagen muestra el patron que se crea al graficar una recta entre la Tierra y Venus en funcién
del tiempo mientras orbitan alrededor del sol. Es importante remarcar que este es un modelo
idealizado del sistema solar que considera que los planetas se mueven a una velocidad angular
constante y que sus Orbitas son perfectamente circulares cuyo centro es el sol.

Me percaté que el patrdn de la érbita interior estd dado por una serie de curvas que forman figuras
parecidas a corazones. Investigando sobre esto encontré que estas figuras se llaman cardiodes, los
cuales son representados facilmente con coordenadas polares.

Debido a que las coordenadas polares no son parte del programa de estudios, el objetivo de esta
exploracién es encontrar un sistema de ecuaciones paramétricas con coordenadas cartesianas que
describa el patrén creado en el interior de la 6rbita de Venus. Para lograr esto, considerando el
modelo ideal del sistema solar, se definiran ecuaciones para la posicién de los planetas en funcién
del tiempoy, con ellas, se trazaran lineas entre ellos. Luego, se definiran las ecuaciones paramétricas
para la posicién de los puntos de interseccidn entre las rectas y, finalmente, se comprobaran estas
ecuaciones graficandolas con datos reales.



Desarrollo

Viendo una animacién en camara lenta de la llustracion 1, me di cuenta de que los cardiodes se
formaban a partir de una gran cantidad puntos de interseccion entre las rectas trazadas en un
momento dado y las rectas trazadas inmediatamente después. En la siguiente grafica se muestra la
explicacion de este concepto, los puntos de interseccidén (en rojo) entre la recta trazada en un
determinado tiempo y la recta trazada en un tiempo inmediatamente después al anterior van
formando una especie de curva y, al considerar una cantidad infinita de puntos de interseccidn, se
dibujarian infinitos cardiodes.

Interseccion entre larecta T1y T2

i |

Interseccidn entre T2y T3
Interseccion entre T3y T4

Interseccion entre T4y T5
T4

T5

Grdfica 1. Grafica con fines ilustrativos, no a escala. Los puntos azules representan la posicion de la Tierra y
los naranjas la de Venus en los tiempos arbitrarios “1, 2, 3, 4y 5”.

Para poder encontrar los puntos de interseccion, primero se debe encontrar las ecuaciones de las
rectas. Considerando un plano cartesiano en el cual el centro de las érbitas de los planetas es el
origen (representando el sol), en un tiempo dado T, la posicidn de los planetas se puede dar como
un par de coordenadas (x, y) a partir de las cuales se puede trazar una recta.

Y

(x¢, y¢) = Coordenadas de la Tierra

(xy. yp) = Coordenadas de Venus {{b

N
= Pendiente de la recta N

(xe. ye)

6, = Angulo Tierra — eje x
6, = Angulo Venus — eje x
. = Radio orbital de la Tierra

1, = Radio orbital de Venus

Grdfica 2: posiciones de ambos planetas en un tiempo T especifico. Grafica con fines ilustrativos, no a escala.



Utilizando funciones trigonométricas se encontraron las coordenadas de los planetas en funcién del
angulo 8 que forman con el eje x, en donde 1; y 17, son los radios de las drbitas de la Tierra 'y Venus
respectivamente:

X; = 1:C0S0; X, = 1,080,
V¢ = 1+ Sin 0 Yy, =1, sin 0,
El angulo que los puntos forman es desconocido, sin embargo, este se puede dar en términos de la

. rad . ;
velocidad angular (T) y del tiempo (s), los cuales son datos que si se conocen.

0 =wT

Haciendo la sustitucion anterior, se obtienen las ecuaciones de las coordenadas en funcion del
tiempo, en donde w; y w,, son las velocidades angulares de la Tierra y Venus respectivamente:

x¢ = 1 cos(w, T) X, =1, cos(w, T)

1, sin(w, T)

Y = 1y sin(w,T) Y

La ecuacidn que describe la recta que intercepta ambos planetas en un tiempo T determinado se
hallé con la férmula punto pendiente, que al ordenar quedé como se muestra a continuacion:

mx —y =mxs —Y; Ecuacidn 1.

En donde m representa la pendiente de la recta, que se puede apreciar en la Grdfica 2, y esta dada
por la ecuacion:

Ve — W

m=——

Xt — Xy
Luego de haber planteado la ecuacién de la recta en un tiempo determinado, en la siguiente grafica
tracé otra recta que se forma después de un cambio en el tiempo AT, en donde n es la pendiente
de esta nueva recta.

n = Pendiente de la recta formada y
Punto de interseccion entre la recta trazada

después de un cambio en el tiempo
entre los planetas en un tiempo dado y

Otar = Angulo Tiera — efe x formado Tierra la recta trazada entre ellos
7

después de un cambio en el tiempo después de un cambio en el tiempo
Byar = Angulo Venus — eje x formado

después de un cambio en el tiempo

Tierra AT

(xtar Year)

(Xtars Year) = Coordenadas de la Tierra
después de un cambio en el tiempo

(*par. Voar) = Coordenadas de Venus

después de un cambio en el tiempo

Grdfica 3: posiciones de los planetas luego de un cambio ATen el tiempo. Gréfica con fines ilustrativos, no a escala.



Las ecuaciones para esta nueva recta son similares a la anterior, lo que varia son las coordenadas
que ahora estdn dadas en funcién del nuevo tiempo que se representa como: T + AT. Por lo tanto,
las nuevas coordenadas son:

Xear = 1 coswe (T + AT) Xpar = Ty cOs W, (T + AT)
Year = Te Sinw (T + AT) Yoar = Ty sinw, (T + AT)

*Los subindices tAT y vAT hacen referencia a las coordenadas de la Tierra y Venus,
respectivamente, después de un cambio en el tiempo AT.

La ecuacion de la nueva recta es:

nx — Yy = NX¢pr — VAT Ecuacion 2.

En donde la pendiente n esta dada por:

Year — YvAr

XtAT — XpAT

Ya encontradas las ecuaciones que describen las rectas trazada, se obtiene un sistema de ecuaciones
formado por la Ecuacion 1 y la Ecuacion 2 con el cual se obtendra el punto de interseccién entre
dichas rectas. Utilizando el método de las determinantes se obtuvieron las siguientes ecuaciones
para las coordenadas del punto de interseccién:

_ NXepr — MXp + Ve — Vear
- n—m Ecuacion 3.

_ MNXepr — MNXe + MY — MYiar
- n—m Ecuacion 4.

y

Analizando el problema, observé que para lograr que los puntos de interseccién entre las rectas
dibujen el patrén de cardiodes, el cambio en el tiempo AT deberia ser extremadamente pequeiio,
casi igual a cero. De esta manera, se obtendria una serie de puntos de interseccién demasiado
cercanos entre si, creando lineas curvas continuas las cuales formarian la imagen que se crea dentro
de la drbita de Venus en la llustracion 1.

Por lo tanto, procedi a sacar el limite de las coordenadas del punto de interseccion cuando el cambio
del tiempo AT tendia a 0. Sin embargo, obtuve que ambos limites son indeterminados, esto se debe
a:

lim x =X lim =
A Xear t am Year = Ve
lim x =x lim =
AT50 vAT v AT S0 YvAT W
limn=m

AT—-0



Por lo tanto, al sustituir estos valores en la Ecuacion 3y la Ecuacion 4:

lim x =
AT—-0

lim y =
AT—-0 y

olo olo

Entonces, para poder resolver las indeterminaciones, utilicé la Regla de L'Hopital la cual establece
que: “si existe el limite L de f '/g' en c, entonces existe el limite de f/g (en c) y es igual a L” (Franco,
2019).

- f)
lim——=Ilim———==1
x-cg(x) x-cg'(x) Regla de L'Hépital (Franco, 2019).

Cdémo la Ecuacion 3y la Ecuacion 4 tienen el mismo denominador, Unicamente seran necesarias tres
funciones:

gAT)=n—-m
f(AT) = nxepar — mxe + Y¢ — Year

h(AT) = mnxar — mnx; + ny; — Myear

Considerando que los términos que no estan Unicamente en funcidn del tiempo, y no de T + AT,
son constantes, las derivadas son:

g (AT)=n'
f'(AT) = n'xepr + X' tar — V'tar

h'(AT) = m(n' (xear — X¢) + X ear — Y'ear) + 7'y

Las derivadas de cada término son las siguientes:
Xinr = —TeWe sinw (T + AT)
Yiar = 1wy cos we (T + AT)
Xpar = —TuWy sinwy, (T + AT)
Yoar = TyWy, cos wy, (T + AT)

n = (ear = Xpar) Oiar = Yoar) — Xear — Xoar) Vear — Yvar)
(Xtar — Xvar)?




Utilizando las propiedades de los limites, los limites de los numeradores y del denominador seran
obtenidos por separado para obtener su forma mas simplificada y asi poder evaluar de manera mas
sencilla el limite de los cocientes mediante la Regla de L'Hopital:

2 FGD_ 7D
ATS0 g'(AT) Al7iwm0 g'(AT)

iy LB _ BT
st oY g'(AT) A171'"r_r>10 g'(AT)

Parag’:

g'(AT)
[r: cosw (T + AT) — 1, cosw,, (T + AT)][ryw; cos w (T + AT) — r,w,, cos w,, (T + AT)]
(r cosw (T + AT) — 1, cosw,, (T + AT))?
[rewe (—sinw (T + AT)) — r,w,, (—sinw,, (T + AT) )][r; sinw, (T + AT) — n, sinw,, (T + AT)]
(1r: coswy (T + AT) — 1, cosw,, (T + AT))?

Para encontrar el limite, en la ecuacién anterior sustitui AT por O:

[r: cosw,T — 1, cosw, T|[r;w; cosw,T — r,w,, cos w,,T|

lim g'(AT) =
a9 (A7) (r. cosw,T — 1, cos w,, T)?
[—1rewe sinw, T + r,w,, sinw, T][r sinw, T — 1, sinw,, T]

(r: cosw, T — 1, cosw,, T)?

El proceso de simplificacion del limite se encuentra en el Anexo. Finalmente obtuve:

12wy — 1, (W, + wy) cos(w, T — w,, T) + 1,%w,

li "(AT) =
ar09 (1) (r: cosw, T — 1, cos w,, T)?

Para f':

1 sinw (T + AT) — 1, sinw, (T + AT)
e coswy (T + AT) — 1, cosw,, (T + AT)
— rewg cosw (T + AT)

f'"(AT) = n'r, cosw (T + AT) +

(—=1rewe sinw, (T + AT))

Para encontrar el limite en la ecuacién anterior sustitui AT por 0. También, como ya conozco el
limite de n’, lo sustitui porAl%mOg’(AT) para hacer mds simple la expresion:
-

resinw, T — 1, sinw,, T .
(—rw; sinw,T) — r,w; cosw, T
rycosw, T — 1, cosw, T

Al’ll'lllof (AT) = (Al%rllog (AT)) recosw, T +




El proceso de simplificacidn del limite se encuentra en el Anexo. Finalmente obtuve:

Jim, &)
_ 11 [(cosw, T)(—r;w,, cos(w, T —w,T) + 1w, — 1w, cos?w,T) + (cosw,T) (r;w; — r,w, (sinw, T) (sinw,T))]

(r: cosw,T — 1, cosw,,T)?

Para h':

1 sin(w,T) — 1, sin T
h'(AT) = t (w,T) v (wyT)

' T + AT) — T
r cos(w,T) — 1, cos(w,,T) (n (r¢ coswe( ) — recosw,T)

1. sinw, (T + AT) — r, sinw,, (T + AT)
1. cosw (T + AT) — 1, cosw,, (T + AT)

— rewe(coswe (T + AT))) + n'risinw, T

Sustituyendo en la ecuacién anterior:

1y sin(w,T) — 1, sin(w,, T)

Jm WD) =

li "(AT T — T

T (=rewe sinw T) — 1w (cosw, T)

1 sinw, T — 1, sinw,, T
e cosw,T — 1, cosw,,

+ <Al%rlqog (AT)) resinw, T

El proceso de simplificacidn del limite se encuentra en el Anexo. Finalmente obtuve:

11, [(sinw, T) (—1,w, (sin2 w,T) — ryw,, cos w, T (cosw, T) + 1,w,,)]

lim h'(AT) =
AT—0 (AT) (r: cosw, T — 1, cosw,,T)?
4 1e1,[(sinw, T (rewy — 1,we(cos w,T)cosw, T — 1wy, (sin? w,T))]

(r cosw, T — 1, cosw,,T)?




Ya que encontré los limites cuando AT — 0 de las tres funciones, los sustitui en las expresiones que
previamente defini, usando la Regla de L'Hé6pital, para los limites de x y de y. Como estos ya no estan
en funcion de T + AT, los doy en términos de las nuevas variables iy jen funciéon de T.

lim f'(AT)
Am x = A1qu ATy
A, ' (AT)

_ e [(cosw, T)(—rw, cos(w, T —w,T) + 1w, — r,w, cos? w,T) + (cosw,T)(r,w, — r,w(sinw,T) (sinw,T))]

retw, — 11, (w, + wy) cos(w, T —w,T) + r,2w,

Jim K@D

myYy=

li ==
AT—0 Al%r_r}o g'(AT)

_ rnl(sinw, T)(—r,w, (sin? w,T) — r,w, cos w, T (cosw,T) + r,w,) + (sinw,T)(r,w, — r,w,(cos w,T)cosw,T — r,w,(sin? w,T))]

B re2w, — 1.1, (w, + wy) cos(w, T —w,T) + 1,%w,

Ya que he encontrado las ecuaciones que definen el valor al que las coordenadas tienden cuando el

cambio del tiempo tiende a ser 0, ahora sustituiré las constantes con los siguientes datos tomados
de (NASA, 2019):

7 ~ 1.496 * 108km 1, ~ 1.082 * 108km

. . , 1
Las velocidades angulares de los planetas alrededor del sol las calculé con la férmula w = 211;,

considerando que el periodo de la tierra es de 365 dias y el de Venus 225 dias:

wy ~ 1.992 % 1077 w, ~ 3.232 %1077




Sustituyendo y simplificando:

i = (1.619
1019) ((cos(1.992 «1077T))(—(48.35) cos(—1.240 = 10~7T) + 34.97 — 21.55 cos?(3.232  10~7T))
8.242 x 10° — (8.458 * 10°) cos(—1.240  10-7T)
(cos (3.232 * 1077T))(29.80 — 21.55(sin (3.232 * 10~7T))(sin (1.992 * 10~7T)))
* 8.242 x 10° — (8.458 * 10°) cos(—1.240  10-7T) )

Ecuacion 5.

j=(1.619 *
1016 (sin(1.992%107'T))(—21.55 sin(3.232%10™ ' T)—48.35(cos(1.992+10 ' T))(cos(3.232%10™ ' T))+34.97) n
8.242+10°—(8.458+10”) cos(~1.240«107T)
(sin (3.232%107/T))(29.80—21.55(cos(3.232+10~'T))(cos (1.992%10 " T))—48.35(sin>(1.992x10" T))
8.242+10”—(8.458+10°) cos(—1.240+10'T)

Ecuacion 6.

Para comprobar mis ecuaciones, las grafiqué utilizando el programa GeoGebra y obtuve la siguiente
imagen:
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Grdfica 4: Dibujo formado por la Tierra y Venus tras, aproximadamente, 8 drbitas (afios) completas de la Tierra.

Como se puede ver en la Grdfica 4, el patron formado adentro de la érbita de Venus coincide al que se forma
adentro de la drbita de este planeta en la llustracion 1. Sin embargo, en esa ilustracidn sélo se muestra el
dibujo formado adentro de la érbita de la Tierra, por lo que no se puede observar la figura parecida a una
estrella circunscrita en la érbita de Venus.




La formacién de la estrella se debe a que, mientras ambos planetas se van acercando cada vez mds uno al
otro, la diferencia entre la pendiente de la recta trazada entre ellos en un tiempo determinado y la pendiente
de la recta trazada después de un pequefio cambio en el tiempo va disminuyendo. Por lo tanto, el punto de
interseccion entre ambas rectas se va alejando de la érbita de Venus (Grdfica 5), formando la estrella de la
Grdfica 4.

-2.5E8 -2E8 -1.5E8 -5E7 O 5E7 1E8 1.5E8 2E8 2.5E

—5E7

=1E8

—2E8

Grdfica 5: Puntos de interseccion afuera de la 6rbita de venus

Conclusion

En esta exploracién, se encontrd un sistema de ecuaciones paramétricas que describen el dibujo
formado al trazar una recta entre el planeta Tierra y Venus. Para poder lograr esto, se considero que
el dibujo se formaba por la interseccion entre la recta trazada entre los planetas en un tiempo
determinado y la recta trazada entre ellos después de un cambio extremadamente pequefio.

Se obtuvieron las ecuaciones para las posiciones de los planetas en un tiempo T y se trazé una recta
entre ambos, lo mismo para las posiciones de estos en un tiempo T 4+ AT. A partir de esto, se
obtuvieron las ecuaciones paramétricas para las coordenadas del punto de interseccién entre
ambas rectas. Luego, para poder obtener el valor al que las coordenadas tendian cuando el cambio
en el tiempo era muy pequefio, se intentd encontrar el limite de estas ecuaciones cuando AT — 0
pero estos eran indeterminados. Para resolver las indeterminaciones se utilizé la regla de L'Hopital,
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lo que permitié obtener las ecuaciones paramétricas generales para el dibujo. Finalmente se
insertaron datos reales a las ecuaciones y se graficaron en GeoGebra, obteniendo la Grdfica 4, lo
gue demostrd que estas son correctas.

Especificamente las ecuaciones que satisfacen el objetivo de esta investigacidn son la Ecuacion 5y
la Ecuacion 6. Sin embargo, analizando las ecuaciones generales que obtuve:

~ rer[(cosw T (—rw, cos(w, T —w,T) + r,w, — r,w, cos? w,T) + (cosw,T)(r,w, — r,w,(sinw,T)(sinw,T))]
i =

riw, — ., (w, + w) cos(w,T —w,T) +1,2w,

- rr[(sinw, TY(—r,w, (sin? w,T) — row, cos w, T (cosw,T) + r,w,) + (sinw,T)(r.w, — r,w.(cos w,T)cosw, T — r,w,(sin? w,T))]
a 12w, — 11, (wy, + wy) cos(w, T —w,T) + 12w,

Me di cuenta que estas describen el dibujo formado por cualquier sistema de objetos en el que
ambos se mueven en una trayectoria circular y cuyo centro es el mismo, pero que tienen distintos
radios. Por lo tanto, estas ecuaciones también pueden describir el dibujo formado entre cualquier
par de planetas (considerando un modelo ideal y sustituyendo por las variables correspondientes).

Una de las limitantes de esta exploracidn es que estas ecuaciones, por haber considerado un modelo
ideal del sistema solar (con orbitas perfectamente elipticas, en cuyo centro se encuentra el sol, y
velocidades angulares constantes), no describen el dibujo real que se forma por el movimiento de
ambos planetas. Sin embargo, el propdsito de esta exploracién no era encontrar expresiones
matemadticas para el dibujo real, sino para el dibujo de la llustracidn 1, que es un modelo ideal. Del
mismo modo, la exactitud del programa graficador, asi como el uso de 4 cifras significativas para las
velocidades angulares y los radios, afectaron en la precision de los puntos, lo que se evidencia en
qgue los picos de la estrella formada no son perfectamente simétricos entre si. Sin embargo, la
imagen formada fue bastante exacta y similar a la de la ilustracidon original.
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Anexo

Limite de g'(AT)

"(AT
! ([rt c)os w (T + AT) — 1, cosw,, (T + AT)][r,w; cosw (T + AT) — nr,w,, cosw,, (T + AT)]
- (1 cosw (T + AT) — 1, cos w,, (T + AT))?
[riwe (=sin w (T + AT)) — r,w,,(—sinw, (T + AT) )][r; sinw, (T + AT) — r, sinw, (T + AT)]
- (r: cosw(T + AT) — 1, cos w,, (T + AT))?

[r cosw,T — 1, cosw,T][r,w; cosw,T — 1,w,, cos w,T]

lim g'(AT) =
arso? (A7) (r: cosw, T — 1, cosw,T)?
[—rew, sinw, T + 1w, sin w,T][r; sinw, T — r;, sinw,, T]

(r: cosw,T — 1, cosw,T)?

12w, cos? w,T — 1, cosw, T (r,w, cos w,,T) — 7, cos w,, T (r,w, cos w, T) + 1,,2w,, cos? w, T

lim g’ (AT) =
ar50d (A7) (r: cosw,T — 1, cosw,,T)?

12w, sin®? w, T — r,w, sinw,T (1, sinw, T) — r,w, sinw, T (1, sinw,T) + 7,%w,, sin? w,, T

(r; cosw, T — 1, cosw,T)?
sin® + cos® =1
sin? = 1 — cos?

12wy cos? w,T — 1. cos w, T (r,w,, cos w,, T) — 7, cos w,, T (r;w, cos w, T) + 7, %w,, cos? w, T

i "(AT) =
a9 (A7) (r: cosw,T — 1, cosw,,T)?

N 12w, (1 — cos?w,T) — 1w, sinw, T (1, sinw,T) — r,w, sinw,, T (1 sinw, T) + 1,,2w,, (1 — cos?w,T)

(r: cosw,T — 1, cosw,, T)?

12wy cos? w,T — 1 cos w, T (r,w,, cos w,, T) — 7, cos w,, T (r;w; cos w, T) + 7, %w,, cos? w, T

i "(AT) =
a9 (A7) (r: cosw,T — 1, cosw,,T)?

12wy — 1e2wicos?w, T — ryw, sinw, T (1, sinw, T) — 1w, sin w, T (r; sinw, T) + 1,2w,, — 1,2w,,cos*w,, T

(r: cosw, T — 1, cosw,, T)?

— 1, cos w, T (r,w,, cosw, T) — 7, cos w, T (1w, cos w, T) + 12w

i "(AT) =
a9 (A7) (r cosw,T — 1, cosw,, T)?

—r,w; sinw, T (7, sinw, T) — r,w, sinw, T (r; sinw,T) + 1,2w,,
_l_

(r: cosw,T — 1, cosw,,T)?

—1:1, (W, (cos w, T) (cos w, T) + wi(cos w,, T) (cos w;T) + w,(sinw,T) (sinw,T) + w,(sinw, T)(sinw,T))

i "(AT) =
a9 (A7) (r: cosw,T — 1, cosw,T)?

72w, +1. 2w,

_l_
(r: cosw,T — 1, cosw,T)?

—1:1,{(w, + w)[(cos w,T)(cos w,T)] + (w; + w,,)[(sinw,T) (sinw,T)]} + ,2w, +7.2w,
(r: cosw, T — 1, cosw,,T)?

Jym,g' 8> =

=11, {(w, + wp) [(cosw,T) (cosw,T) + (sinw,T) (sinw,T)]} + 1,2w,, +7: 2w,

i "(AT) =
509 (A7) (r: cosw, T — 1, cosw,,T)?

13



cosa cosf = %(cos(a + B) + cos(a — B))
(cosw,T) (cosw,T) = %(cos(th + w,T) + cos(w, T —w,T))
sena senfl = %(cos(a — B) — cos(a + B))

1
(sinw,T) (sinw,T) = > (cos(w;,T —w,T) — cos(w;T +w,T))

-1, {(w, + wy) [% cos(w, T +w,T) + %cos(th -w,T) + %COS(W,_»T -w,T) — %cos(th +w,T)]}

i "(AT) =
509 (A7) (r: cosw,T — 1, cosw,, T)?

72w, 12w,

+
(r: cosw, T — 1, cosw, T)?

2w, — 1, (wy, + W) cos(w, T —w,T) + 1,2w,

Tt
i "(AT) =
a9 (A7) (r: cosw,T — 1, cosw,,T)?

Limite de f'(AT)

1y sinw (T + AT) — r, sinw, (T + AT)
1 coswy (T + AT) — 1, cos w,, (T + AT)
— 1w, cos w, (T + AT)

f'(AT) = n'r, cosw, (T + AT) +

(—rw, sinw, (T + AT))

rysinw,T — 7, sinw,

T
(—rw; sinw, T) — ryw, cosw, T

li “(AT) =1 li "(AT T
A f(AT) (A%r_r)log( ))rtcoswt +rtcosth—rvcosw,,T

— 1, cosw, T (r,w,, cosw, T) — 7, cos w, T (r;w; cos w, T) + 12w,

e

(r: cosw,T — 1, cosw,,T)?
—1,w, sinw, T (7, sinw, T) — r,w, sinw, T (r, sinw,T) + 1,2w,,

1y cosw, T
(r: cosw,T — 1, cosw,,T)? )

=1 2w, sin? w, T + 1w, 7, (sinw,, T) (sinw, T)

— W COS W, T
1y cosw, T — 1, cosw, T e t

lim f'(AT
S (AT
— 1.2 r,wycos? w, T (cos w,T) — 121w, cos w,, T (cos? w,T) + 1. 3w,cosw, T

(r: cosw,T — 1, cosw,,T)?
—12r,w, sinw, T (sinw, T)cosw, T — r.%1,w, sinw, T (sin w,T)cosw, T + 7.1,>w,cosw, T

(r; cosw;T — 1, cos w,, T)?
—12w, sin? w, T + rer,w, (sinw, T) (sinw, T)

— 1rew; cosw, T
1. cosw, T — 7, cosw,,T

14



lim £/(AT)
T—-0
— 1.2 r,wycos? w,T(cos w,T) — 121w, cos w,, T(cos? w,T) + r.3w,cosw, T
(r: cosw,T — 1, cosw,T)?
—1.2r,w, sinw, T (sinw, T)cosw,T—r2r,w, sin w, T (sinw,T)cosw,T + 1.1;,2w,cosw, T
(r: cosw, T — 1, cosw,T)?
=1 3w, (sin? w,T)cosw, T + 1.21,w,(sin? w,T)cosw, T + 121w, (sinw, T) (sinw,T)cosw, T
(r: cosw,T — 1, cosw,, T)?
=11, 2w, (sinw, T) (sinw, T)cosw, T — 13w, cos® w, T + 2r.2r,w; (cos? w,T) cos w,, T — 7.1, 2w,(cosw,T) cos? w, T

(r: cosw, T — 1, cosw,T)?
Sin cos2
lim £°(AT)
T-0
— 1.2 r,w,cos? w,T(cos w,T) — 121w, cos w, T(cos? w,T) + r.3w.cosw,T — .27, w, sinw, T (sinw,T)cosw,T
(r: cosw,T — 1, cosw,,T)?
—1.21,w, sinw, T(sinw, T)cosw,T + 1.1,2w,cosw, T — 13w, cosw, T +r.3w,cos® w, T + r.2r,w,cosw, T
(r: cosw, T — 1, cosw,T)?
—1.21,w,(cos? w,.T)cosw, T + 121w, (sinw, T) (sinw,T)cosw, T — 1.7, 2w, (sinw, T) (sinw,T)cosw, T
(r: cosw,T — 1, cosw,,T)?
-1 3w, cos® w, T + 21.21,w, (cos? w,T) cosw, T — 1:1,,2w(cosw,T) cos? w, T
(r; cosw, T — 1, cosw,, T)?

Jim, 7 @D

— 1.2 r,wycos? w,T(cos w, T) + 1. 3wecosw, T — 121w, sinw, T (sinw, T)cosw, T — 121w, sinw, T (sin w,T)cosw,T

(r: cosw, T — 1, cosw,T)?
11, w,cosw, T — 13w, cosw, T+r.3w,cos® w, T + r.2r,w,cosw, T + .21, w,(sin w, T) (sinw,T)cosw, T
(r: cosw,T — 1, cosw,T)?
-1, 2w, (sinw, T) (sinw, T)cosw, T — 13w, cos® w, T — r,7,°w,(cosw,T) cos® w,, T
(r: cosw,T — 1, cosw,,T)?

++

lim f"(AT
S (AT
— 1.2 r,w,cos? w,T(cos w,T) — 1. 2r,w, sinw, T (sinw, T)cosw, T — r.21,w, sinw, T (sin w,T)cosw,T

(r: cosw,T — 1, cosw,, T)?
n1,2w,cosw, T +1.2wecos® w, T + 1.2r,w,cosw, T + r.2r,w,(sinw, T) (sinw,T)cosw, T
(r: cosw,T — 1, cosw, T)?
-1, 2w, (sinw, T) (sinw, T)cosw, T — r.3w; cos® w, T — r,7,°w,(cosw,T) cos? w,, T

(r: cosw, T — 1, cosw,T)?

lim f*(AT) — 12 r,wycos? w, T (cos w, T) — 121w, sin w, T (sinw, T)cosw, T + r.1,2w,,cosw, T
im =
AT—0 (r: cosw, T — 1, cos w,,T)?
re2r,wecosw, T — 1.1, 2w, (sinw, T) (sinw, T) cosw,, T — 137, °w, (cosw,T) cos? w, T
(r; cosw, T — 1, cos w, T)?

) i —1,w,cos® w,T(cosw,T) — 1w, sinw, T (sinw,T)cosw, T + 1,w,cosw,T
lim f'(AT) = rm, 5
AT—0 (r; cosw,;T — 1, cosw,T)
rewecosw, T — 1,w, (sinw, T) (sinw,T)cosw, T — r,w,(cosw,T) cos® w,, T
(r: cosw,T — 1, cosw,,T)?

15



(cosw, T)(rw; — 1w, (sinw, T)(sinw,T))

li (AT) =
A, fAT) = 7iery ( (r, cosw, T — 1, cos w,,T)2

N (cosw,T)(—rwy,cos w,T(cos w,, T) — 1.w, sinw, T(sinw,T) + 1,w,, — 7,w; cos? WUT))

(r; cosw, T — 1, cosw,, T)?
1
cosa cosf = E(cos(a + B) + cos(a — B))
1
cosw; T (cosw,T) = > (cos(w;T + w,T) + cos(w;.T —w,T))
1
sena senff = > (cos(a — B) — cos(a + )

1
sinw,, T (sinw,T) = > (cos(w,T —w,T) — cos(w;T +w,T))
Jim, )

(cosw, T) (rew, — 1w, (sinw, T) (sinw,T))  (cosw,T)(r,w,, — T,w, cos? w,T)

= TtT
v (r: cosw,T — 1, cosw,,T)? (r: cosw, T — 1, cosw,T)?

N (cosw,T)(— %rtwv [cos(w,T + w,T) + cos(w,.T —w,T)] — %rtwv [cos(w,T —w,T) — cos(w;T + w,T)])

(r cosw, T — 1, cosw,,T)?

Jim, /D)
_ nerp[(cosw, T)(—r,w, cos(w, T — w,T) + 1w, — 1w, cos?w,T) + (cosw,T)(r;w; — r,w, (sinw, T) (sinw,T))]

(r: cosw,T — 1, cosw,,T)?

Limite de h'(AT)

1, sin(w,T) — 1, sin(w,, T)

"(AT) =
W(AT) 1 cos(w,T) — 1, cos(w,, T)

e sinw, (T + AT) — 1, sinw,, (T + AT)
1. cosw (T + AT) — 1, cosw,, (T + AT) (=rew

<n'(rt coswy(T + AT) — r,cosw;T)

sinw, (T + AT))

—rw(cos wy (T + AT))) + n'resinw, T

1y sin(w,T) — 1, sin(w, T)

Jm R(AT) = 1, cos(w,T) — 7, cos(w, T) <<A171"I—1>10g (AT)) (re cos T —recosw,T)
1y sinw, T — 1, sinw, T . . , .
T (=rwe sinw, T) — rywe(cosw,T) | + Al%mog (AT) | rpsinw, T

1. cosw,T — 1, cosw,,

) , _ rysin(w,T) —n, sin(w,T) (1 sinw, T —r, sinw, T )
Al%r_r}o h'(AT) = 7. cosw,T) — 7, cos(w,T) ( T (=rwe sinw;T) — r,w;(cos th))

+ n'resinw, T

1. cosw,T — 1, cosw,,

16



— 1w (cos WtT)>

o 1 sin(w, T) — 7, sin(w, T) (—1:2w, sin? w, T + 1.1,w, (sin w, T) (sinw, T)
Al%m0 h'(AT) =

1. cos(w,T) — 1, cos(w,, T) 1. cosw,T — 1, cosw, T

+ n'r.sinw, T
lim h'(AT)
AT-0
1 sin(w,T) — 1, sin(w, T) [—1:2w, sin? w, T + rer,w, (sinw, T) (sinw, T) — r.w; cos® w, T + 1y1,w,(cos w,T)cosw, T
1. cosw,T — 1, cosw, T

" 1, cos(w,T) — 1, cos(w,, T)
+ n'r.sinw, T
Jjm, ¥ aT)

(re sin(w, T) — 7, sin(w,, T)) (=1 2w, sin? w, T + 1.1, w, (sin w, T) (sinw, T) — 12w, cos? w, T + r,1,w,(cos w,, T)cosw,T)

(rs cosw, T — 1, cos w,T)?
+ n'rsinw, T
Jim, @)

—13w, sin® w, T + 2r.2r,w,(sinw, T) (sin?w,T) — 13w, cos? w, T (sinw,T) + 1.2r,w,(sinw,T)(cos w, T)cosw, T

(r: cosw, T — 1, cos w,,T)?
N —71:1, 2w, (sin? w, T) (sinw, T) + 1.21,w; (cos? w,T)sinw, T — 1.1,,2w,(sinw,, T)(cos w, T)cosw, T

(r: cosw,T — 1, cosw,,T)?
+ n'rsinw, T
Jim, @)

—1.3w, sinw, T + 1.3w,(cos? w,T) sinw, T + 2.2, w,sinw, T — 21,21, w,(cos?w,T) sinw, T

(r; cosw,T — 1, cosw,, T)?
—7.3w, cos? w, T (sinw,T) + . 2r,w,(sinw,T) (cos w, T)cosw, T — 1,1;,2w,sinw, T

(ry cosw,T — 1, cosw, T)?
1:7,°we (cos® w, T)sinw, T + 121w, (cos® w,T)sinw, T — 1.7, w,(sinw, T)(cos w,, T)cosw; T

(r; cosw,T — 1, cosw,T)?
+ n'resinw, T
Jim, &)

=1 3w, sinw, T + 212 r,wesinw, T — r.2r,w, (cos?w,T) sinw, T + 121w, (sinw,T)(cos w, T)cosw, T

(r cosw,T — 1, cosw,,T)?
=11, 2 wesinw, T +1,7, 2w (cos? w, T)sinw, T — 1,1, 2wy (sinw, T) (cos w,T)cosw, T

+ n'risinw, T
(r; cosw,T — 1, cosw,T)? t t

Jym, K@D

=1 3w, sinw, T + 2r.2r,w,sinw, T — r.°r,w,(cos?*w,T) sinw, T

(r: cosw,T — 1, cosw,,T)?
12w (sinw, T) (cos w, T)cosw, T — 1y, 2w sinw, T +1,1,2w; (cos? w,T)sinw, T — r,1,2w; (sinw, T) (cos w, T)cosw, T

(r; cosw,T — 1, cosw,,T)?
— 1y1,w, cos w, T (cos w,T) — 1p1,w; cos w, T (cos w, T) + 1.2w, — r1,w, sinw, T (sinw,T)

(r: cosw, T — 1, cosw,,T)?
—1, 1w, sinw, T(sinw, T) + 1,2w,,

+ resinw, T
(r: cosw,T — 1, cosw,T)? t t

17



Jim, @D

—13w, sinw, T + 2r.2r,wsinw, T — 121w, (cos?w, T)sinw, T

(r: cosw, T — 1, cosw,,T)?
N 1. 21,w, (sinw, T) (cos w, T)cosw, T — 1u1;,2w,sinw, T +1,.1, 2w, (cos? w, T)sinw, T — 1.1,2w, (sinw, T) (cos w,, T)cosw, T

(ry cosw, T — 1, cosw, T)?
— 1.21,w,, cosw, T (cos w,, T)sinw, T — 121w, cos w, T (cos w,T)sinw,T + r.3w,sinw, T

(r: cosw,T — 1, cosw,, T)?
—1.21,w, sin? w, T (sinw,T) — r.2r,w, sinw, T(sin? w,T) + .7, 2w, sinw, T

(r: cosw,T — 1, cosw,T)?
sin? = 1 — cos?
Jim, @)

=1 3w, sinw, T + 2r.2r,wsinw, T — r.2r,w, (cos?w,T) sinw, T + 121w, (sinw,T)(cos w, T)cosw, T

(r cosw,T — 1, cosw,T)?
—1:1, 2w, sinw, T +1,7, 2w, (cos? w,T)sinw, T — 1,1, 2w, (sinw, T)(cos w, T)cosw, T

(r; cosw,T — 1, cosw,T)?
— 121w, cos w, T (cos w,, T)sinw, T — 1.21,w, cosw, T (cos w,T)sinw, T + r.3w,sinw, T

(r: cosw,T — 1, cosw,, T)?
N —121,w, (1 — cos? w, T)(sinw,T) — r.21,w, sinw, T(1 — cos? w,T) + 1.7, 2w, sinw, T

(r: cosw,T — 1, cosw,, T)?
Jim, &)

1 2r,wesinw, T — 1.1, 2w sinw, T +1,7,2w, (cos? w, T)sinw, T — 1.7, 2w, (sinw,, T) (cos w, T)cosw, T

(¢ cosw,T — 1, cosw,, T)?
—1.%1,w,, cos W, T (cos w, T)sinw, T — 121w, sinw, T +1.21,w, (cos? w,T) sinw, T + 1.1, 2w, sinw, T

(r cosw, T — 1, cosw,,T)?
Jim, D

rewesinw, T — r,wsinw, T +1,w,(cos? w,T)sinw, T — r,w,(sinw, T)(cos w,T)cosw, T

=
v [ (r, cosw,T — 1, cos w,, T)?

—1,w, cos w; T (cos w, T)sinw, T — rew,,sinw, T +1.w,,(cos? w,T) sinw, T + rvwvsinWtT]

(r cosw,T — 1, cosw,,T)?

sinw, T (—1,w; +1,w;(cos® w,T) — r,w, cos w, T (cosw,T) + r,w,,)

lim h'(AT) = 1,
i, W (AT) = 77y [ (r; cosw,T — 1, cos w,,T)?

(sinw, T) (r:w, — 1,w,(cos w,T)cosw, T — 1w, +1,w,, (cos? WtT))]

(r: cosw, T — 1, cosw,T)?

11, [(sinw, T) (=1, w, (sin? w, T) — 1w, cos w, T (cos w, T) + 1,w,,)]

lim h'(AT) =
AT—0 (A7) (r: cosw, T — 1, cos w,,T)?
4 121, [(sinw, T) (rew, — r,we(cos w,, T)cosw, T — 1w, (sin® w, T))]

(r: cosw, T — 1, cosw,,T)?
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